
第6章 
矩阵的Kroneker积和Hadamard积

The Kroneker Product and 
Hadamard Product 



概述：
内容：

• 介绍Kroneker积和Hadamard积
• 讨论
– K-积，H-积的运算性质、之间的关系

– K-积与矩阵乘积的关系

– K-积，H-积的矩阵性质

– K-积的矩阵等价与相似关系

• 介绍应用
–向量化算子

• 重点：K-积及其应用



6.1 Kroneker积和Hadamard积的定义

• 定义6. 1（P . 136）
–  设矩阵A=[aij]m ´ n和B=[bij]s´t矩阵 ，则A, B 的

Kronecher被定义为AÄB：
AÄB=[aijB]m´n

–设A =[aij]m ´ n和B=[bij] m ´ n为同阶矩阵，则A和B
的Hadamard被定义为A  B：

AB= [aijbij]m ´ n

例    设                             ，                  计算
 
 AÄB，BÄA，I2ÄB，AB，I2A
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• K-积，H-积的基本结果：
– A和B中有一个为零矩阵，则AÄB=0，AB=0
– IÄI=I，II=I
–若A为对角矩阵，则AÄB为分块对角矩阵，AB为
对角矩阵。

• K-积的基本性质
–定理6.1 设以下矩阵使计算有意义，则

• （kA）ÄB=AÄ（kB）
• AÄ（B+C）=AÄB+AÄC
• （AÄB）ÄC=AÄ（BÄC）
• （AÄB）H=AHÄBH

• AÄB ¹ BÄA
• 若方阵A,B可逆，则 (AÄB)-1 = A-1ÄB-1 



• K-积与矩阵乘法
–定理6.2（P . 138）设矩阵A，B，C，D使得
下列运算有意义，则有

      (AÄB) (CÄD)=（AC）Ä（BD）
–意义：建立Kronecher积和矩阵乘法的相互
转换。

–特别情形：设AÎF m ´ m ，B Î F n ´ n，则

–   AÄB=(Im ÄB) (AÄI n)= (AÄI n) (Im ÄB) 



• H-积的基本性质：
设A，B为同阶矩阵，则
– AB=BA
–（kA）B=A（kB）
– A（B+C）=AB+AC
–（AB）C=A（BC）
–（AB）H=AHBH

• Kronecher和Hadamard的关系：
–例2:



对比AB与AÄB的第一行第一列、第四行第四列交叉
的元素！



• Kronecher和Hadamard的关系：
–定理6.3（P . 139）



6.2Kronecher积和Hadamard积的性质

• Kronecher积的矩阵性质
–定理6.4 设矩阵使下列运算有意义，则

• 当A，B分别为可逆矩阵时，AÄB为可逆矩阵，而且有
                (AÄB) –1 =A–1ÄB –1

• 当方阵A ÎF m ´ m，B ÎF n ´ n时，方阵AÄB ÎF mn ´ mn的行
列式为

        |AÄB| =|A|n |B| m

• 若A，B 是Hermite矩阵，则AÄB是Hermite矩阵
• 若A，B 是酉 矩阵，则AÄB是酉矩阵。



• Kronecher与矩阵等价、相似关系

定理6.5
设矩阵A，B，为同阶的等价矩阵，则(AÄI)等价于(BÄI)
设方阵A相似与JA，方阵B相似于JB，则(AÄB) 相似于(JAÄJB) 



• K-积特征值和特征向量
定理6.6  设AÎF m ´ m 的特征值特征向量分别是li，xi，B Î F n 

´ n的特征值、特征向量分别是 µj ， yj，则

– (AÄB) 的特征值是liµj 。特征向量是(xiÄyj) 。
– (AÄI) +(IÄB) 的特征值是li +µj，特征向量是(xiÄyj) 



更一般的结果：

定理6.7 的特征值为
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• Kronecher积的矩阵函数性质
• 定理6.8（P . 143）设是f(z)解析函数，f(A)
有意义，则

– f (IÄA) =IÄf(A) 
– f(AÄI) =f(A)ÄI



• Kronecher积的矩阵函数性质
• 定理6.8（P . 143）设是f(z)解析函数，f(A)
有意义，则

– f (IÄA) =IÄf(A) 
– f(AÄI) =f(A)ÄI

• 特例：
–  

–  
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• 例 设 AÎF m ´ n ， BÎF s ´ t ，证明

rank（A Ä B）=rank（A）rank（B）
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例题3：证明对任何方阵，有
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例  设

 

求(AÄB)的特征值和特征向量

求[(AÄI) +(IÄB)]的特征值和特征向量









−

=
!!
"#

!



6. 3  矩阵的向量化算子和K-积

• 向量化算子Vec
– 定义: 设 A=[aij]m ´ n 则

Vec(A) = (a11 a21 …am1；a12 a22 …am2 ；…；
a1n a2n …amj)T

– 性质：

1. Vec是线性算子：

       Vec（k1A+k2B）=k 1Vec ( A ) +k2 Vec ( B) 
 2   定理6. 10（P . 146）Vec(ABC) =(CT Ä A) VecB 
3  Vec(AX) =(IÄ A) VecX
4  Vec(XC) =(CT Ä I) VecX





用向量化算子求解矩阵方程

思想：用Vec算子，结合Kronecher积将矩阵方程化为线
性方程组求解。

       1、 AÎF m ´ m ， BÎF n´ n ，DÎF m ´ n ， AX+XB=D

分析：

 AX+XB=D Û（IÄ A+BT Ä I）VecX =VecD
• G= （IÄ A+BT Ä I），

• 方程有惟一解的充要条件是G为可逆矩阵，即A和-B没
有共同的特征值。



用向量化算子求解矩阵方程

• 2、A，XÎF n ´ n ， AX-XA=kX

分析：

 AX-XA=kX Û（I Ä A–AT Ä I）VecX =kVecX

• H= （I Ä A – AT Ä I ) ，

• 方程( kI-H )y=0 有非零解的充要条件是k为H的
特征值，k = li- lj 。

例题2 求解矩阵方程AX–XA= –2X, 
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用向量化算子求解矩阵方程

3.      A，B，D，XÎF n ´ n ， AXB=D

• 分析： AXB=D Û（BT Ä A）VecX =VecD

L= BT Ä A ，

方程有惟一解的充要条件是L为可逆矩阵.例题3 
求解方程A1XB1+ A2XB2=D
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例 设A ÎC m ´ m ，B ÎC n ´ n ，D ÎF m ´ n ，证明谱半  
径r (A) ·r (B) <1 时方程：

X=AXB+D 
      的解为
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