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3Page .矩阵函数

定义：设𝒇(𝒛)是复变量的解析函数，𝒇 𝒛 = ∑𝒌"𝟎$ 𝒂𝒌𝒛𝒌的
收敛半径𝑅。如果矩阵𝐴 ∈ 𝐶%×%的谱半径𝜌 𝐴 < 𝑅,则称

为𝐴的矩阵函数。

𝑓 𝐴 = /
'"(

$

𝑎'𝐴'



4Page .矩阵函数

例：整个复平面绝对收敛

的函数
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例：无论𝐴为何矩阵
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5Page .矩阵函数

例：整个复平面绝对收敛

的函数
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例：无论𝐴为何矩阵

!!++++= !"# #
A!
%#

A"
%#

A%
%&'

!!−+−= !" #
A!
%#

A"
%&#'()

!!−+−= !" #
A!
%#

A"
%##&'(



6Page .矩阵函数

基本性质：

(1) 𝑒') ⋅ 𝑒*) = 𝑒(',*))

(2) (𝑒))./ = 𝑒.)

(3) 若𝐴𝐵 = 𝐵𝐴，则 𝑒) ⋅ 𝑒0 = 𝑒0 ⋅ 𝑒) = 𝑒),0

(4) 
1
12
(𝑒2)) = 𝐴𝑒2) = 𝑒2)𝐴

(5) 
1
12
(cos 𝐴 𝑡) = −𝐴 sin 𝐴 𝑡 = − sin 𝐴 𝑡 ⋅ 𝐴

(6) 
1
12
(sin 𝐴 𝑡) = 𝐴 cos 𝐴 𝑡 = cos 𝐴 𝑡 ⋅ 𝐴
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典型的误解：

   数域元素存在： 𝑒3! ⋅ 𝑒3" = 𝑒3" ⋅ 𝑒3! = 𝑒3!,3"

而 𝑒) ⋅ 𝑒0 , 𝑒0 ⋅ 𝑒) , 𝑒),0 往往互不相等。

验证： 𝐴 = 1 1
0 0

𝐵 = 1 −1
0 0



8Page .矩阵函数

例：设𝐴为反对称矩阵，证明𝑒4为正交矩阵。

例：设                 ，

讨论  𝑙𝑛𝐴 是否有意义


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

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9Page .矩阵函数的计算

Ø 约当标准型法

  设 𝐴 为一个 𝑛 阶矩阵，𝐽 为其Jordan标准形，则

𝐴 = 𝑃𝐽𝑃./

且有 𝑓 𝐴 = 𝑎%𝐴% + 𝑎%./𝐴%./ +⋯+ 𝑎/𝐴 + 𝑎(𝐼
= 𝑎%(𝑃𝐽𝑃./)%+𝑎%./(𝑃𝐽𝑃./)%./+⋯+ 𝑎(𝐼
= 𝑃(𝑎%𝐽% + 𝑎%./𝐽%./ +⋯+ 𝑎(𝐼)𝑃./

= 𝑃𝑓(𝐽)𝑃./



10Page .矩阵函数的计算

Ø 约当标准型法
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Ø 约当标准型法

  

! "#$

$
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Ø 约当标准型法

  
例  已知多项式

   与矩阵                    ，求

! "# $ % &! " " " "= − + −

! " #
! $ %
& " '

!
 
 = − 
− −  

! "! "



13Page .矩阵函数的计算

Ø 约当标准型法

  

! " #
# $ !
! % !

!
 
 =  

−  

!

"# ! $
!# # $

! # $

!−

 
 
 − =
 
 
  

那么有

解：首先求出矩阵的 𝑨 的Jordan标准形 𝑷 及其相似变
换矩阵

! " "
" ! !
" " !

!
− 
 = − 

−  



14Page .矩阵函数的计算

Ø 约当标准型法

  
解： !

"

" "

" "

" "

# $ # $
%& ! '& ( ! # !$ & &
!! % & & # !$ # !$ & & '

& ' & & & # !$ ! & '

# !$ ( # !$ & ) # !$
% # !$ # !$ * # !$
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!
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!
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! ! !
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 
−     

     − = − −     
− −        

  
 − + − −
 = − − − 
 − − − − − 

!" # $%
%$ & "'
&( # !$

− − 
 = − − 
  



15Page .矩阵函数的计算

Ø 待定系数法

  
计算矩阵函数 𝒇 𝑨 是基于每个矩阵 𝑨 存在最小多项式;

假设𝑨 ∈ 𝑭𝒏×𝒏 的最小多项式是:

多项式 𝒇 𝜆 = 𝒒 𝜆  ° 𝒎𝑨 𝜆 + 𝜸(𝜆)。由于𝒎𝑨 𝜆 =0，则

𝒇 𝑨 = 𝜸(𝑨)

𝑚)(𝜆) = 𝑏( + 𝑏/𝜆 + 𝑏7𝜆7 +⋯+ 𝜆8



16Page .矩阵函数的计算

Ø 待定系数法

  将𝑨的最小多项式表示为：

  

其中 𝜆/𝜆7⋯𝜆9 是 𝑨的互异的特征值。 

𝑚)(𝜆) = (𝜆 − 𝜆/)8!(𝜆 − 𝜆7)8"⋯(𝜆 − 𝜆9)8#

'
!"#

$

𝑟! = 𝑟 ≤ 𝑛



17Page .矩阵函数的计算

Ø 待定系数法

  

定义 𝒇(�) 在 𝑨的谱上确定: 设 𝑨的最小多项式是 

𝒎𝑨(l) ，如果复函数 𝒇(�) 在A的谱 {l𝟏, l𝟐,…, l𝒔}上

有下述确定的值:

称𝒇(�)在𝑨的谱上确定。

𝑓(𝜆=), 𝑓′(𝜆=),⋯ , 𝑓(8$./)(𝜆=) (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠)



18Page .矩阵函数的计算

Ø 待定系数法

  
定理 设 𝒇(�) 和 𝒈(l) 是两个复多项式，两者的次数和

系数均可以不同, 𝑨 ∈ 𝑷𝒏×𝒏，则 𝒇 𝑨 = 𝒈(𝑨) 的充分必要

条件是 𝒇(�) 和 𝒈(�) 在𝑨的谱上的值完全相同。 

 

!"# A
!

A
"

A
#% &'&'&'&'( λλλλλλλ −−−= ! ∑

=

=
!

"#
# $%

!"
!#

$
$!% &&&&'() −

−++++= λλλλ !

谱上等值确定g（l），则f（A）= g（A）



19Page .矩阵函数的计算

Ø 待定系数法

  
例1 ：设

求 𝒇(𝑨) 的多项式表示并且计算

解：容易观察出该矩阵的最小多项式为

! " "
" # "
" " $

!
 
 =  
  

! "# !$%&' '
!"# A " "π π

! " ! #"! $"! %"! " " " "= − − −



20Page .矩阵函数的计算

Ø 待定系数法

  
这是3次多项式，从而存在一个2次的多项式

且满足 𝑝 1 = 𝑓 1 , 𝑝 2 = 𝑓 2 , 𝑝(3) = 𝑓(3)

于是存在

𝑝(𝑥) = 𝑎7𝑥7 + 𝑎/𝑥 + 𝑎(

𝑓(1) = 𝑎7 + 𝑎/ + 𝑎(

𝑓(2) = 4𝑎7 + 2𝑎/ + 𝑎(
𝑓(3) = 9𝑎7 + 3𝑎/ + 𝑎(



21Page .矩阵函数的计算

Ø 待定系数法

  

𝑎( = 𝑓(3) − 3𝑓(2) + 3𝑓(1)

𝑎/ = −
1
2
(3𝑓(3) − 8𝑓(2) + 5𝑓(1))

𝑎7 =
1
2
(𝑓(3) − 2𝑓(2) + 𝑓(1))

𝑓(𝐴) = 𝑎7𝐴7 + 𝑎/𝐴 + 𝑎(𝐼 =
𝑓(1) 0 0
0 𝑓(2) 0
0 0 𝑓(3)



22Page .矩阵函数的计算

Ø 待定系数法

  当 𝑓(𝑥) = 𝑒2> 时，可得

于是有

当𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 ?
@
𝑥 时，可得

𝑒2) =
𝑒2 0 0
0 𝑒72 0
0 0 𝑒A2

𝑓(1) =
2
2
, 𝑓(2) = 1, 𝑓(3) =

2
2

𝑓(1) = 𝑒2 , 𝑓(2) = 𝑒72 , 𝑓(3) = 𝑒A2



23Page .矩阵函数的计算

Ø 待定系数法

  

sin
𝜋
4
𝐴 =

2
2

0 0

0 1 0

0 0
2
2

cos
𝜋
4
𝐴 =

2
2

0 0

0 0 0

0 0 −
2
2

故有

类似地有
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Ø 待定系数法

  
例2 ：设

求𝑓(𝐴) 的多项式表示并且计算

解：容易观察出该矩阵的最小多项式为

这是一个3次多项式，从而存在一个次数为2的多项式

! " "
" # !
" " #

!
 
 =  
  

𝑒2) , 𝑠in 𝜋 𝐴, cos
𝜋
4
𝐴

𝑚(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)7



25Page .矩阵函数的计算

Ø 待定系数法

  𝑝(𝑥) = 𝑎7𝑥7 + 𝑎/𝑥 + 𝑎(
𝑝(1) = 𝑓(1), 𝑝(2) = 𝑓(2), 𝑝B(2) = 𝑓B(2)

𝑓(1) = 𝑎7 + 𝑎/ + 𝑎(
𝑓(2) = 4𝑎7 + 2𝑎/ + 𝑎(
𝑓B(2) = 4𝑎7 + 𝑎/

𝑎( = 2𝑓B(2) − 3𝑓(2) + 4𝑓(1)
𝑎/ = −3𝑓B(2) + 4𝑓(2) − 4𝑓(1)
𝑎7 = 𝑓B(2) − 𝑓(2) + 𝑓(1)

解得



26Page .矩阵函数的计算

Ø 待定系数法

  矩阵多项式为：

𝑓(𝑥) = 𝑒2> 𝑓(1) = 𝑒2 , 𝑓(2) = 𝑒72 , 𝑓B(2) = 𝑡𝑒72

𝑒2) =
𝑒2 0 0
0 𝑒72 𝑡𝑒72
0 0 𝑒72

𝑓 𝐴 = 𝑎7𝐴7 + 𝑎/𝐴 + 𝑎(𝐼 =
𝑓(1) 0 0
0 𝑓(2) 𝑓B(2)
0 0 𝑓(2)



27Page .矩阵函数的计算

Ø 待定系数法

  
当𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝜋𝑥 时，可得

𝑓(1) = 0, 𝑓(2) = 0, 𝑓B(2) = 𝜋

故有

sin 𝜋 𝐴 =
0 0 0
0 0 𝜋
0 0 0
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29Page .矩阵微积分

Ø 例1：函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = 5(𝑥 + 𝑦)的梯度

  



30Page .矩阵微积分

Ø 例2：函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0.5(𝑥7 + 𝑦7)的梯度

  



31Page .矩阵微积分

Ø 例3：迹函数相对于矩阵的梯度 

  



32Page .矩阵微积分

Ø 例4：行列式相对于矩阵的梯度

  



33Page .矩阵微积分

Ø 实值标量函数对于实向量的梯度

Ø 以列向量为自变量的标量

  函数，其对于自变量的梯度

仍然为一阶数相同的列向量

Ø 梯度的每个分量代表着函数

在该分量方向上的变化率



34Page .矩阵微积分

Ø 实值向量函数对于实向量的梯度

Ø 向量函数对于向量的求导，相当于向量函数中的每一个分量

函数对向量求导

Ø 行向量函数对列向量自变量求导形成矩阵；列向量函数对行

向量自变量求导也可以形成矩阵



35Page .矩阵微积分

Ø 例：



36Page .矩阵微积分

Ø 例： 𝒇 𝒙 = 𝑨𝒙
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Ø 例：𝒇 𝒙 = 𝒙𝑻𝑨𝒙
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Ø 常用梯度公式及求导法则（针对向量）

Ø 线性法则 

Ø 乘积法则

Ø 商法则

Ø 链式法则



39Page .矩阵微积分

Ø 常用梯度公式及求导法则



40Page .矩阵微积分

Ø 实值函数𝑓(𝐴)相对于其自变量𝑚×𝑛矩阵𝐴的梯度定义为

Ø 实值函数相对于矩阵的梯度仍然为原矩阵同阶的矩阵

Ø 实值函数相对于矩阵的梯度矩阵的每一个分量对应于

该函数在矩阵的每一个分量的变化率
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Ø 例：求𝑓 𝐴 = 𝑥D𝐴𝑥 相对于矩阵𝐴的梯度



42Page .矩阵微积分

Ø 例：求𝑓 𝐴 = 𝑥D𝐴𝑥 相对于矩阵𝐴的梯度
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Ø 常用梯度公式及求导法则（针对矩阵）

Ø 线性法则 

Ø 乘积法则

Ø 商法则

Ø 链式法则



44Page .矩阵微分定义

Ø 对于一个以向量𝑥 = [𝑥/, 𝑥7, … , 𝑥%]D为变量的实值函数 𝑓(𝑥)，
其微分公式定义如下:

Ø 对于一个以𝑚×𝑛阶矩阵𝑋为变量的实值函数𝑓(𝑥)，其微分

公式定义如下:



45Page .矩阵微分定义

Ø 重要公式



46Page .矩阵微分性质

Ø 线性法则

Ø 乘法法则

Ø 矩阵的逆的微分（要证明）

Ø 矩阵微分算子和迹算子的可交换性（要证明）



47Page .矩阵微分性质

Ø 例：求 𝒕𝒓(𝑨𝑿𝑩) 相对于矩阵 𝑿 的梯度。其中 𝑨, 𝑿, 𝑩 分
别是𝒑×𝒎,𝒎×𝒏, 𝒏×𝒑矩阵



48Page .矩阵微分性质

Ø 例：求 𝒕𝒓(𝑨𝑿.𝟏𝑩) 相对于矩阵 𝑿 的梯度。其中 𝑨, 𝑿, 𝑩 
分别是𝒑×𝒎,𝒎×𝒏, 𝒏×𝒑矩阵



49Page .矩阵微分性质

Ø 例：求 𝒕𝒓(𝑿𝑻𝑿) 相对于矩阵 𝑿 的梯度。
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Ø 关于 𝒕𝒓(∗) 的常用公式。
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Ø 关于行列式的梯度

Ø 对于方阵𝑿，存在

             和 

其微分形式为：



52Page .矩阵微分性质

Ø 例: |𝑨𝑿𝑩|关于𝑿的梯度
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Ø 常用梯度的公式
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Ø 常用梯度的公式



55Page .Hessian矩阵

Ø 实值函数𝒇(𝒙)对于向量的二阶偏导数



56Page .Hessian矩阵

Ø 实值函数𝒇(𝒙)的泰勒展开

Ø 实值函数𝒇(𝒙)的局部极值条件

半正定条件



57Page .Hessian矩阵

Ø 实值函数𝒇(𝒙)的局部极值



58Page .Hessian矩阵

Ø 实值函数𝒇(𝒙)的二阶偏导



59Page .行列式几何意义
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61Page .行列式几何意义
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63Page .矩阵微积分应用

p微分方程组的一般形式

X'(t）=A(t)X(t)+ f(t)

X(t0)= C。

齐次：f（t）=0

非齐次：f（t）
¹0

常系数：A（t）=A

二、一阶线性常系数齐次微分方程组

求解： X'(t）= AX(t)
X(t0) = C。

定理5、11 ： 上述方程组的解为：
X（t）=e A（t – t 0） x（t0）
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定理：上述方程组的解为：
X（t）=e A（t – t 0） x（t0）
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定理：上述方程组的解为：
X（t）=e A（t – t 0） x（t0）
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例题1  求解 { 







=








=′

!
"

#$%&#'%&
()
!"

#'%&



67Page .矩阵微积分应用

一阶线性常系数非齐次微分方程组

求解： X'(t）= A(t)X(t)+ f(t)

X(t0) = C。

定理：上述方程组的解为：

X(t)=eA(t–t0）x(t0）+ ∫ −
!

!

"#!A%

&

'#"#A()
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定理：上述方程组的解为：

X(t)=eA(t–t0）x(t0）+ ∫ −
!

!

"#!A%

&

'#"#A()
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例题2  求解 {









=









−

+







=′

!
"

#$%&

"
"

#'%&
()
!"

#'%&



Thanks


