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p向量序列        是否收敛于向量    和赋范空间有关.

p有时序列        在一种范数下收敛于      ,而在另一种范数下
不收敛于     .

p对于有限维向量空间,由于各种范数之间是等价的,所以,向
量序列       若按某一范数收敛与某一向量      ,则按其它范数
也收敛于     .

序列极限

!" !" !
!" !" !

!

!" !" !
!
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p定理1（序列极限定理）

序列极限
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p定理1（序列极限定理）

序列极限
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p定理2 设 {x(k)} 是Cn 中的向量序列，它按分量收敛当且仅

当它按Cn中的任一向量范数收敛.

序列极限



10Page .序列极限



11Page .序列极限

定义: (完备的赋范线性空间)

定理3: 任意有限维线性赋范空间都是Banach空间
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p定理4  矩阵序列          按某范数收敛于     的充分必要条件
是                          中各元素        构成的数列收敛于                 
中对应的元素         

  

矩阵极限

!" !" !
!" !"!

"#! A% =!"!
"#$!" !"#A =

!"#
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p定理5:  矩阵序列按各种范数的收敛是等价的

p

矩阵极限
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p定理7  设AÎCn×n，若存在Cn×n上的一种矩阵范数‖×‖，

使得‖A‖<1 ，则：

p定理8  设‖×‖是Cn×n上的一种矩阵范数，则对任意矩阵A 

ÎCn×n ,  有

矩阵极限

!"# $!

!
"

→+∞
=

!

" # $%& ! !
!

" "ρ
→+∞

=
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Ø 矩阵级数的定义
 由  𝐹!×!  中的矩阵序列 {𝐴($)} 构成的无穷和

称为矩阵级数，记为                     。

!"# !$# ! #!" " "+ + + +! !

! "
#

!
!
"∞

=∑

Ø 矩阵级数的收敛和发散

若由矩阵级数部分和           收敛，且有极限S：

! "#$% !

!
" "

→∞
=

!"# !$# ! #!" " "+ + + +! !

则称矩阵级数                 收敛

且有和S，记为: ! "
#

!
!
"∞

=∑

! "
#

!
!
"∞

=∑
! "∀ ∈ ! " ! "

#

!! "
"

# A
=

=∑ 为矩阵级数的部分和。称:

不收敛的矩阵级
数称之为发散的

定义1.
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Ø 矩阵级数的绝对收敛

定义. 设:                                           , 矩阵级数            若对某一

个矩阵范数满足:

!!
!!

"
#A

" %C' ×
× ∈= !!"# "#"# ∑

∞

=!

"#

!

!"

!! ++++=∑
∞

=

!"!#"!$"

%

!" !

!

! """"

是收敛的,则称矩阵级数               绝对收敛∑
∞

=!

"#

!

!"

是正项级数.∑
∞

=!

"#

!

!"说明

由矩阵范数的等价性知,矩阵的绝对收敛与矩阵范数的选择无关
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3，若矩阵级数                 收敛（或绝对收敛），则

     矩阵级数                       也收敛（或绝对收敛），

     并且有:

! "
#

!
!
"∞

=∑

! " ! "
# #

! "! !
! !
"# A " # A∞ ∞

= =
=∑ ∑

! "
#

!
!
"# A∞

=∑

定理： 设                          ，                      ，其中:! "
#

!
!
" "∞

=
=∑ ! "

#
!

!
" "∞

=
=∑

! " ! "# # # # $#%#! ! " #A B A B C !×∈ = ! 则

! " ! "
#
! "! !

!
" # " #∞

=
+ = +∑1，

! "
#

!
!

" "λ λ∞

=
=∑!λ∀ ∈2，
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证明： 因                             ，记                           ，   则! "
#

!
!
" "∞

=
=∑ ! " ! "

#

!! "
"

# A
=

=∑ ! "#$% !

!
" #

→∞
=

考察级数                         的部分和的极限! "
#

!
!
"# A∞

=∑
! " ! "

# #
$%& !$%& "! !" "

" "! !
#A % # A % #A%

= =→∞ →∞
= =∑ ∑

可见 ! "
#

!
!
"# A∞

=∑ 收敛，且 ! " ! "
# #

! "! !
! !
"# A " # A∞ ∞

= =
=∑ ∑

由正项级数的比较判别法可知                        绝对收敛

若                  绝对收敛                                 收敛，由于

! "
#

!
!
"# A∞

=∑

! "
#

!
!
"∞

=∑ ! "
#

!
!
"∞

=∑
! " ! " ! "! ! !"# A " # A " A #≤ = ⋅
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定义：设  𝐴 = (𝑎&') ∈ 𝐶!×! ，称形如：

           

的矩阵级数为矩阵幂级数。

! " #
$ % !

$

! !
! !

!
" # " A " # " # " #

∞

=

= + + + + +∑ ! !

Ø 矩阵的幂级数
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定理：设幂级数               的收敛半径为  𝑅 为𝑛阶方阵

         若 𝜌 𝐴 < 𝑅 ，则矩阵幂级数               绝对收敛；

         若𝜌 𝐴 > 𝑅  ，则                发散。

!

!
!

!
" #

∞

=
∑

!

!
!

!
" #

∞

=
∑

!

!
!

!
" #

∞

=
∑

证明： 设 𝐴 的Jordan标准形为

! ! " "#$%&' ' () ' () ) ' ((! !" " " "λ λ λ= !

其中

!

" # " !$%$ $ #
!

! !

!

!
! !

! " "

# ! $

λ
λ

λ

λ
×

 
 
 = =
 
 
 

!
"

!
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!
! ! " "#$%&' ' () ' () ) ' ((! ! ! !

" "# A % % % Aλ λ λ −= !于是

! !! !

! !" #

! !

! !

" # "# #
! # ! # !

#
# !
! ! #

# !
#
! " "

$ $

%
$

λ λ λ
λ

λ
λ
λ

− − +−

−

×

 
 
 =
 
 
  

!

" #

"
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!

" "

!

"

! ! # #
" "

!

"

$ %

& $ %

& '()*$ $ %+ $ %+

+ $ %%

! !
! !

! !

!
!

!

! !
! !

" "

!
! # #

"

A % A &' &

& A ' &

& A ' A '

A ' &

λ λ

λ

∞ ∞
−

= =

∞
−

=

∞ ∞

= =

∞
−

=

=∑ ∑

∑

∑ ∑

∑!

所以
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! !! !

" " "

"

" ! !

"

"

# $

! !

! !

" # "# #
# ! # # ! # # !

# # #

#
# !

##
# ! !

# #
# # !

#

#
# !

# " "

$ $ $ $ $

$
$ %

$ $

$

λ λ λ

λ
λ

λ

λ

∞ ∞ ∞
− − +−

= = =

∞

∞
=

∞
= −

=

∞

= ×

 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
   

∑ ∑ ∑

∑
∑

∑

∑

!

" #

"

! "# ! "# ! #
$

% ! #

!
"

!
"

" " " !# ! "
!

# ! "

  +
= ≤

= >

!
!

!
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当 𝜌 𝐴 < 𝑅  时，幂级数

! !

" "

! !

"

#

# # ! !

" "
" ! " " !

" "

# " #
" " !

"

$ $ $

$ $

λ λ

λ

∞ ∞
−

= =

∞
− − +

=

∑ ∑

∑!

!

!
!

!
" #

∞

=
∑都是绝对收敛的，故矩阵幂级数               绝对收敛。

当 𝜌 𝐴 > 𝑅  时，幂级数              发散，

    所以                  发散。
!

!
! "

!
# λ

∞

=
∑

!

!
!

!
" #

∞

=
∑
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例: 证明对任意的 𝐴 ∈ 𝐹!×!

矩阵幂级数: !! +++++
!!"

"

!
"""#
!

A 绝对收敛.

[证明] 由于
!! !
"

!
"

!!

≤

并且:
!

"!
−+=+∑

∞+

=

!
"

#

#

" A%
#
!

%

所以, 原矩阵幂级数绝对收敛,从而也是收敛的
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p常用矩阵级数

矩阵级数

!! +++++==∑
∞

= !!"!

"

# !
"""#

!
"A

!

%
!

!
"

∑
∞

=

−
−

−
−=

!

"#
"

$%"#&
$"&'()

!

!
!

!
""

∑
∞

=

−=
!

"

#$"%
#&%'()

!

!
!

!
""
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! !" # # #+ + + + +! !

且其和为： (𝐼 − 𝐴)()

定理： 设 𝐴 ∈ 𝐹!×!  矩阵幂级数

[证明] 绝对收敛性由定理4立即可以得到,下证

! !" # # #+ + + + +! !
!" #! " −− =

令 !
! """#A !+++= ! 则:

绝对收敛的充要条件是 𝐴 < 1,
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!!
"

"
#A ×∞→

=!"#

由于 𝐴 < 1  , 由定理知  lim
!→+

𝐴$ = 𝑂

所以, 对                                    两端取极限:               !"# +−=− !
! "#"#A

!"#"#"A %

%%%
−=−=− +

∞→∞→
!"#$%!"#$% &

即: !"!"!# A

A
=−=− +

∞→
!"#$%!" & !"#$% !!

""
∞→

=

!"# −−= !"#

!

!""

"

#$

##$$#$

+

+

−=

+++−+++=

−+++=−

!

!!!

!
!

"#
"""""""#

"#"""#"#A

!!

!
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例（1）求下面级数的收敛半径

   （2）设

判断矩阵幂级数                  的敛散性。

解   设此级数的收敛半径为R，利用公式                        容易

求得此级数的收敛半径为2。而 𝜌 𝐴 = 1  。所以由上面的定

理可知矩阵幂级数收敛。

! "

! "
# ! ! # ! ! ! " !

! !

! !
!

" " " " "
! !

∞

=

= + + + + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑ ! !

! "
! #

!  
=  − − 

! "

!

!
!

"
!

∞

= ⋅∑
! !"#$ !

!
!

"
" #
+

→∞
=
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5，若                  与                   均绝对收敛，则它们按项相乘所

得的矩阵级数

! "
#

!
!
"∞

=∑ ! "
#

!
!
"∞

=∑

!"# !"# !"# !$# !$# !"# !"# ! # ! # !"#! # ! #! !" # " # " # " # " #+ + + + + + +! ! !

也绝对收敛，且其和为AB

证明: 首先由命题条件可知，级数                 与                 均收敛。

记 ! "
#$

!
!
" σ∞

=
=∑

! "
#

!
!
"∞

=∑ ! "
#

!
!
"∞

=∑
! "

#$
!

!
" σ∞

=
=∑

考察矩阵级数
!"# !"# !"# !$# !$# !"# !"# ! # ! # !"#! # ! #! !" # " # " # " # " #+ + + + + + +! ! !

的通项的范数
!"# ! # ! # !"# !"# ! # ! # !"#! ! ! !" # " # " # " #+ + ≤ + +! !
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由正项级数的比较判别法可知，级数
!"# !"# !"# !$# !$# !"# !"# ! # ! # !"#! # ! #! !" # " # " # " # " #+ + + + + + +! ! !

绝对收敛,  记: ! " ! "
# $

!! "
"

# A
=

=∑ ! " ! "
# $

!! "
"

# $
=

=∑
! " !#" ! " ! " !#"
$ #

! "!! " "
"

# A B A B
=

= + +∑ !

! " ! " ! " !#" ! " !$" ! #" ! " !#" ! " ! "
# $ %
! ! ! ! ! ! ! !" " " # A # A # A # A−− = + + + + +! !则

再记

! " !#" ! " !$" ! $" ! " !#"
% #

! "!! " " "
"

# A # A # Aσ −
=

= + + +∑ !

! "
# $

!! "
"
#σ

=
=∑ ! "

# $

!! "
"
#σ

=
=∑

由矩阵范数的三角不等式及相容性 ! " ! " ! "
# $ % # # %
! ! ! ! ! !" " " σ σ σ− ≤ −

! " ! "
# $%&' ! !

!
" " #A

→∞
= ! ! "#$%& ' (! ! !

!
σ σ σ

→∞
− =

! "
#$%& !

!
" #A

→∞
=

再由

可得
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