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向量范数概念

设        是数域F上的线性空间，定义在 上的实值函

数                            如果满足以下条件:

!"!"

!"# →• !"#

!"!"

正定性                       ，且!≥! !! =⇔= !!

!! ⋅= αα齐次性

!"!" +≤+三角形不等式

!"# •!

则称此实值函数      是      上的范数。带有给定范数的线性

空间              称为赋范空间。 

!"!"•
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p向量范数若干基本性质

Ø当 

Ø

Ø

Ø

向量范数
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p证明p-范数

Ø思路：验证(1)正定性,(2)齐次性,(3)三角不等式

Ø(1)正定性成立

Ø(2)对任意的实数                 ,由实值函数的定义:

Ø(3)三角不等式证明

向量范数
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引理（Minkowski不等式）：
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!
"#$ !! "

#α
∞ ≤ ≤
=定理1:



12Page .向量范数

例5 设A是任意n阶实对称正定矩阵, n维列向量x, 

则函数

是Rn上的一种向量范数, 称为加权范数或椭圆范数.

!
"# $!

"
# # "#=
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p函数的范数

Ø设C[a,b]是由 [a,b]上所有连续函数f(x)所构成的集合,如下三
种映射都是C[a,b]的范数.

向量范数
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1.设                 是线性空间          上的两个向量范

   数,则对于任意的           , 有:      
!"

#
!!
"" !"!"

!"∈

(1),                                       是          上的范数.!"#$%&
'( !!

""" = !"!"

(2),                                     是          上的范数.
!"

!" !!
"#"#" += !"!"

3.设       是             中的向量                               的

    向量范数,则      必为                      的连续函数

!" !! "#!

!

!"""# $% !"""" !=

!""" !!! "# !
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p定义 与        是n维线性空间中任意两种向量范数，若
存在两个与向量无关的正常数c1, c2, 使得对所有xÎV，有不
等式

   则称向量范数           与          是等价的.

p定理 有限维线性空间V上的任意两个向量范数都是等价的

向量范数

𝑥 ! 𝑥 "

! "! " " ! "
β α β
≤ ≤

β
⋅

α
⋅
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p定理

向量范数
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p定理

向量范数
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p定义 设AÎCm×n，按照某个对应法则，对应于一个实数ǁAǁ，
且满足下列四个条件：

Ø（1）正定性   ǁAǁ≥0 ，且ǁAǁ=0当且仅当A=0；

Ø（2）齐次性   ǁkAǁ=︱k︱ǁAǁ

Ø（3）三角不等式  ǁA+Bǁ≤ ǁAǁ+ ǁBǁ

Ø（4）相容性    ǁABǁ≤ ǁAǁǁBǁ，其中A,B可乘。

    则称ǁAǁ为Cm×n上矩阵A的范数。

矩阵范数
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证明 验证乘法的相容性。设 则!! " " #A B C B× ×∈ ∈
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Frobenious范数的性质：
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p设m × n 阶矩阵A 的秩为r ，A 的奇异值展开式为

   令

求证：

矩阵范数
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定义：设        是向量范数，     是矩阵范数，如果对于任何矩阵     
与向量      都有

则称矩阵范数        与向量范数        是相容的。

!
α !

β
!

!" ! "
α β α
≤

!
β !

α

!

例 ：矩阵的Frobenius范数与向量的2-范数是相容的.
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诱导范数（算子范数）



证明 :根据Hoider不等式可以得到
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定理         是Cn上的向量范数，AÎCn×n

则一定存在与向量范数相容的矩阵范数‖A‖M ，

可定义为                                                                   

                                                                               

则称方阵范数‖A‖M是从属于向量范数‖x‖a的导出范数，

或称‖A‖M是由向量范数‖x‖a诱导出的矩阵范数.  也

称‖A‖M是与‖x‖a相应的算子范数.

!
α

!
"#$

! "

#"
#

"
α

α
≠

=



定理 ：设          是向量的范数，则

满足矩阵范数的定义，且        是与向量范        相容的矩阵范数。

!
α
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"#$
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α

α
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=
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α

证明：非负性，齐次性与三角不等式易证。现在考虑矩阵范数
的相容性。

!! ≠



定理 ：设          是向量的范数，则

满足矩阵范数的定义，且        是与向量范        相容的矩阵范数。
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证明：非负性，齐次性与三角不等式易证。现在考虑矩阵范数
的相容性。
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这说明        与         是相容的。
!

" !
α

最后证明         与         是相容的。
!
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由上面的结论可知
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定义：上面所定义的矩阵范数称为由向量范数           所诱导的诱导
范数或算子范数。
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α
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定理 设                                   ，                                       ，

则从属于向量的三种范数                                的矩阵范数依

次为：

(1)           

(2)                                                    

          其中l1是AHA的最大特征值。

(3)                                                   

! " ! "
#A ! "% C ' ×
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∞
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例 设矩阵

求
! " ! "
# # # #

! ! !
" " " " " "

∞ ∞

! " #
# ! $ %
" ! #

! "
− 

 = − 
 
 
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设Cn×n，可以根据范数的大小来判断是否为非奇异矩阵.

定理：设 Cn×n，且对设上的某种矩阵范数，有

‖A‖<1 ，则I–A非奇异，且

 !" #
!
!

! "
"

−− ≤
−
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定理  设AÎCn×n，且设对Cn×n上的某种矩阵

范数满足‖A‖<1 ，则 

                                                                   .
!" #

!
!

" " !
!

−− − ≤
−
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定义 设A是n阶矩阵，它的特征值的全体称为A的谱，记为
λ(A)，并且称

      为矩阵A的谱半径，记为 ρ(A).

λÎλ(A)
max |λ|

定理   AÎCn×n，总有  ρ(A)≤‖A‖ .
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定理   设AÎCn×n是正规矩阵，则ρ(A)=‖A‖2.

定理   设AÎCn×n是n阶非奇异矩阵，则A的谱范数为

!
" # " # $! !" " " ""ρ ρ= =



Thanks



向量 P--范数          所诱导的矩阵范数称为矩阵P--范数。即

常用的矩阵P--范数为         ，       和           。
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列和范数

谱范数

行和范数


