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p广义逆矩阵：
Ø左逆与右逆

Ø减号广义逆

Ø加号广义逆

p投影变换

p最小二乘解

广义逆矩阵
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p定义 设Cn=LÅ M ，向量x Î Cn, x=y+z， yÎ L， z Î M，
如果线性变换   s： C n®Cn ， s（x）=y， 则称s为从 Cn 

沿子空间M到子空间L的投影变换。

投影变换

ØR（ s ）=L； N（ s ）=M， Þ Cn=R（ s ）Å N（ s ）

ØL和M是s的不变子空间；s½L=I；s ½M =0
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p投影变换的矩阵

投影变换
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p定理:  s是投影Û s是幂等变换

p推论： s为投影变换的充要条件是变换矩阵是幂等矩阵

投影变换
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p投影变换矩阵求法

Ø投影矩阵A，分块矩阵B,C; 

ØA(B|C) = (B, 0)  à A = (B|0)(B|C)-1

投影变换
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p例：设 L是由向量(𝟏, 𝟎)𝑻所生成的子空间，M 是由向量
(−𝟏, 𝟏)𝑻所生成的子空间，则 𝑹𝟐沿子空间 M到子空间 L 上
的投影矩阵为

投影变换
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p正交投影：定义 设 s：C n®Cn 是投影变换，  C n =R（s）
Å N（s），如果 R ^ （s） =N（s），则称为正交投影。

p定理 s是正交投影Û 投影矩阵A满足：A 2 =A 和 AH=A

正交投影变换
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p例1  设W是C n 的子空间，证明 存在到W的投影变换， 使R
（s）=W。

p在内积空间C n中，存在到W的正交投影变换， 使R（s）
=W。

正交投影变换
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p定理   设W是C n的子空间，x0ÎC n，x 0Ï W， 如果s是空间 
C n向空间W的正交投影，则

正交投影变换

!"#"#$#% &&& ∈∀−≤−σ

含义：点s（x0）是空间 W 中与点x 0距离最近的点。
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p正交投影的求法

A = (B|0)(B|C)-1

= (B|0)((B|C)H(B|C ) )-1 (B|C)H

= B(BHB) -1B

p例：考虑 𝑹𝟑中由向量 𝜶 = (𝟏, 𝟐, 𝟎)𝑻和𝜷 = (𝟎, 𝟏, 𝟏)𝑻所生成

的子空间 L,求正交投影矩阵 A 和向量𝒙 = (𝟏, 𝟐, 𝟑)𝑻沿 𝑳^到 
L的投影。

正交投影变换
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p定理 A + A与AA +的性质

ØA + A的性质：

（A + A）2 = A + A，（A + A）H = A + A

C n =R（A + ）Å N（A）

R ^ （A + ）= N（A）

ØA A +的性质：

（A A + ）2 = A A + ，（A A + ）H = A A +

C m =R（A ）Å N（A + ）

R ^ （A ）= N（A+）

正交投影变换

A + A 是正交投影，将向量 x 投影到空间R（A + ）中。

A A +   是正交投影，将向量 x 投影到空间R（ A ）中。
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p广义逆矩阵：
Ø左逆与右逆

Ø减号广义逆

Ø加号广义逆

p投影变换

p最小二乘解

广义逆矩阵



一、最小二乘问题的一般提法

!"

! "!" #
!!

!!
!!
!!

!"

!"
!

!

已知函数        在m个点上的数据表，寻求其近似函数。! "! "

! ! " "! " ! " ! " ! "! !" # # # #αϕ α ϕ α ϕ= + + +!

设         的近似函数为! "! "

其中                     是某函数族中的已知线性无关函数。!! " #$!" "#ϕ =

线性最小二乘问题



称为
残向量

寻求一组常数                              ，要求! "! " " #! ! "α = !

! ! !
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! !

的2-范数达到最小： ! !"#! =

如果m=n，
且

以及 !! = 即多项式插值。!! " !
! " "ϕ −=



! !! "!ϕ
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! "! "!ϕ !! "! "ϕ!

! "! "!ϕ ! !! "!ϕ !! "! "ϕ!
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!! "!"ϕ !! "!"ϕ ! "! "#ϕ!

记

!!

! = !!

!
!"

! "! " " " #!"# α α α= ! 则得到最小二乘问题：

! !

! ! !"# ! "# A %& % ' ×= − = ∈

上述问题的解也称为方程组                的最小二乘解。!" #=

当              时称之为超定（或矛盾）方程组。! ">



“曲线拟合”，是指根据给定的数据表，寻找一个简单的

表达式来“拟合”该组数据，此处的“拟合”的含义为：

不要求该表达式对应的近似曲线完全通过所有的数据点，

只要求该近似曲线能够反映数据的基本变化趋势。

二、最小二乘多项式拟合



例1：考察某种纤维的强度与其拉伸倍数的关系.

编号 拉伸倍数 强      度 编号 拉伸倍数 强    度

1 1.9 1.4 13 5 5.5
2 2 1.3 14 5.2 5
3 2.1 1.8 15 6 5.5
4 2.5 2.5 16 6.3 6.4
5 2.7 2.8 17 6.5 6

6 2.7 2.5 18 7.1 5.3
7 3.5 3 19 8 6.5
8 3.5 2.7 20 8 7
9 4 4 21 8.9 8.5

10 4 3.5 22 9 8
11 4.5 4.2 23 9.5 8.1
12 4.6 3.5 24 10 8.1

!" !" !" !"
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! " # $ % &#ϕ≈ = +

该直线称为这一问题的数学模型。

可认为强度与拉伸倍数之间的主要关系是线性关
系



怎样确定a,b?   采用最小二乘的思想！
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问题转化为求参数         使             达到最小值。( )! "#$!"#
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这种求线性函数y=a+bx的过程称为线性拟合。
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=∑设         的近似函数为! "! "

寻求                        ，使得!! "!" ! #≤ ≤
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则称        为函数         的多项式拟合。! "! "! "! "

满足下列法方程组：!! "!" ! #≤ ≤
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三、最小二乘问题解的存在性、唯一性

定义：设             ，若存在             精确地满足! "# A ×∈ !" #∈

!" #= ，则称该方程组是相容的。

!" #=定理：方程组               相容的充要条件是

! " !# $ %"!"#A % !"#A % &=

! "#=

引理： !! "!"#A % != >设               ，且! "# A ×∈

!! "# $ ×∈

则总存在分解

其中 ! " # " #! "# $ !%"& ' !%"& # !×∈ = =

满秩分解



!"η∈

的充要条件是   为方程组                        的解。η

! ! "#A % # & ×= ∈是方程组                             的最小二乘解

! !" "# " A=

证明： 充分性 设      是                        的解η ! !" "# " A=

对            ，!" #∀ ∈ 令 ! "η= +
!

!!" #− !

!! "! " #η= + −
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! ! !! " ! "!" # "A "A " #η η= − + + −

! !

! !! " !#η= − +

! !

! ! ! ! "! !" # "A A " " #η η= − + + −

!

!! " #! ! !=

!

!! "η≥ −

定理：



必要性 ! "! " " " #!"η η η η= !设                            是方程组的最小二乘解

记                  ,! "# A= − 则   必使            达到极小.η !
!!
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称                     为方程组               的法方程组! !" "# " A= !" #=

推论：若                         ，则方程组有! "!"#A% # # &= ≤

唯一的最小二乘解                               .!! "! !" " " #η −=

! ! "#A % # & ×= ∈定理：方程组                         必存在最小二乘解。

证明： 记 !! "!"#A % != > 则存在满秩分解 ! "#=

法方程组可写成： ! ! ! !" # #"$ " # %=

可以验证 ! !! " ! "! ! ! !" # ## $ $ $ %− −=!

是法方程组的一个解，故是原方程组的一个最小二乘解



推论若                      ，则方程组!"#A% ! #= <

有无穷多个最小二乘解。

!" #=

定义：方程组              的所有最小二乘解中2-范数最小!" #=

者称为方程组的极小最小二乘解。

!" #=定理：方程组                  存在唯一的极小最小二乘解,

且可以表示为 ! !! " ! "! ! ! !" # ## $ $ $ %− −=!

其中                为满秩分解.   ! "#=

证明： 由前述定理可知，   是一个最小二乘解。!!

设    是方程组的任一最小二乘解，下证：η
! !! η≤!



!! "!" " #η⇒ − =!

!! "! !" # #" $η − =!

!! "! !"" # #" $η − =! !! "! "η⇒ − =!

! !" " " #η =

! !" "# " A=!

! !

! !! "! !η η= + −! !

! !

! ! !! " #! ! ! !η η= + − + −! ! ! !

! !

! !! !η= + −! !
!

!!≥ !

!=



例：求下列方程组的最小二乘解
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解： ! "! " ! # "!"#A % !"#A % &= ≠ =
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! "
! "

!

!

"#" "
#"# #
"# "#
#" #"

=
 =
 =
 =

若                  ，则Moore-Penrose方程变为! "# A ×∈

若m=n，且    非奇异，则! !! !+ −=

! !! " ! "! ! ! !" # ## A A A+ − −=

!" #= 的极小最小二乘解
! " #+=

广义逆矩阵与最小二乘解
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p定理：设A∈ Cm × n ，b ∈ Cm ，则x０ ＝ A＋ b 是线性方程组Ax 
＝ b 的最佳的最小二乘解．

最小二乘解
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