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p广义逆矩阵：
Ø左逆与右逆

Ø减号广义逆

Ø加号广义逆

p投影变换

p最小二乘解

广义逆矩阵
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p不规则的矩阵是否有逆矩阵？

p矩阵广义逆矩阵(简称广义逆)是可逆方阵的逆矩阵概念推
广。

Ø广义逆矩阵适用于可逆方阵、奇异方阵、行列数不相等的长
方阵.

广义逆矩阵
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p定义:设AÎCm´n,若存在BÎCn´m使得
AB=Im, 

则称B为A的一个右逆,记为B=AR
-1;同时称A为B的一个左逆,

记为A=BL
-1.

    例: 对任意可逆方阵A,其逆矩阵A-1显然既是左逆,又
是右逆. 另,下列二矩阵互为左右逆: AB=I2

广义逆矩阵
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p性质1:（存在性）

广义逆矩阵
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p性质2: 设A ÎC m´n ，下列条件等价
1. A左可逆

2. A的零空间N（A）={0}。

3. m³n，秩（A）=n，即矩阵A是列满秩的。

4. 矩阵AH A可逆

广义逆矩阵
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p性质3: A ÎC m ´n ，则下列条件等价：

1. 矩阵A右可逆。

2. A的列空间R（A）=Cm

3. n ³ m ，秩（A）=m，A是行满秩的。

4. 矩阵A AH  可逆

广义逆矩阵
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例：  求矩阵A =                 的左逆。
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p线性方程组求解
Ø 方程组AX=b 有解与左、右逆存在的关系。

Ø 借助于左、右逆求AX=b的形如X=Bb的解。

p 定理 设矩阵A ÎC m ´n左可逆，B是矩阵A的任何
一个左逆，则
Ø AX=b有形如X=Bb的解的充要条件是

                               ( Im–AB )b=0                           (¤)

Ø 当(¤)式成立时，方程组的解是惟一的，而且惟一解
是X=(AHA)–1AH b

左逆与右逆用途
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p定理 设矩阵A ÎC m ´n右可逆，B是矩阵A的任何一
个右逆，则"bÎCm，AX=b有解X=      b . 特别地，
X=AH (AAH)–1 b是AX=b的一个解。

左逆与右逆用途
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讨论：对任何满足式( ¤ ) 的左逆B，X=Bb都是方程组的 

             解，如何解释方程组的解是惟一的？



11Page .

p定义：设AÎCm´n,若存在XÎCn´m使得
AXA =A, 

则称X为A的减号逆，记为A–。

p 引理：若A– 为A的一个减号逆，则(A–)T为AT的
一个减号逆.

广义减号逆
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p 例：设若                     , 则                      ,  其中*可以
任意选取.

广义减号逆
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p引理：若Bm´n=Pm´mAm´nQn´n为,  其中P, Q都是满秩矩阵, 

若B的减号逆为B–,  则A的减号逆为 A– = QB–P .

广义减号逆
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p定理：设复矩阵AÎCm´n,  且PÎCm
m ´m和QÎCn

n´n, 使得

则

                                                                    (*可以任意选取).

广义减号逆
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p引理： 设𝑨 ∈ 𝑪𝒎×𝒏，则𝐴的减号广义逆唯一的充
分必要条件是𝑚 = 𝑛，且𝑨$𝟏存在。

广义减号逆
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p定理：

广义减号逆
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p定理：

广义减号逆
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p定义：设 AÎCm´n，若存在矩阵GÎCm´n 满足

Ø AGA = A

Ø GAG = G

Ø (AG)H = AG

Ø (GA)H = GA
    则称G 为A 的Penrose-Moore逆,  或加号逆，记作 A+ .

广义加号逆



23Page .

p定理： 如果A有M-P广义逆，则A的M-P广义逆是
惟一的。

广义加号逆
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pA+ 的性质
Ø(1)  如果A可逆,  则A+ = A–1;

Ø(2)  (A+) +=A,  (A+) H = (AH) +;

Ø(3)  (λA) + = λ+A+ ,  其中

Ø(4)  r(A+) = r(A+A) = r(AA+) = r(A);

A+ 的性质
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A +与A–1 性质的差异比较：

（AB）–1=B –1 A –1 ，一般不成立（AB）+=B+A+（只有满秩分解成立）

（A–1）k =（Ak） –1 ，但不成立（A+）k=（Ak）+
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pA+ 的性质
Ø

Ø

Ø

Ø

Ø

Ø

A+ 的性质
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pM-P广义逆的求法

Ø满秩分解

Ø奇异值分解

p定理 设rank(A) = r, A的满秩分解为A=BC，则

A + =CH （CCH  ）–1（BH B）–1BH 。

A+ 的计算



28Page .A+ 的计算



29Page .

p例：求广义逆

A+ 的计算
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p例：设                  求

p例：设                             求

A+ 的计算
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p定理  设rank(A) = r, A的奇异值分解为               

则：

A+ 的计算
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p广义逆不具有通常意义下逆矩阵的下列性质：
Ø

Ø

Ø

Ø A与A+的非零特征值并不互为倒数。

广义加号逆
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