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p矩阵分解：
Ø常见矩阵标准型及分解

三角分解

满秩分解

谱分解

ØSchur分解与正规矩阵

Ø奇异值分解

Ø应用范例

矩阵分解
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p概念回顾
Ø矩阵对角化

可对角化的一般矩阵

实对称矩阵

什么样的矩阵可以具有和实对称矩阵类似的分解？

Schur分解与正规矩阵

𝐴 = 𝑃Λ𝑃!"

𝐴 = 𝑃Λ𝑃!" = 𝑃Λ𝑃#
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p定理:  AÎCn´n为可逆矩阵，则存在酉矩阵U和主对角线上
元素皆正的上三角矩阵R，使得A=UR。（ 称A=UR为矩阵
A的酉分解）

Schur分解
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p证明：

Schur分解

把矩阵A按照列分块A=(a1, a2, …, an),  则向量组
a1, a2, …, an线性无关,  由Schmidt正交化方法可得到
                               b1=a1,

b2=a2–k21b1

…………
bn=an–kn, n-1bn-1– … –kn1b1.

其中kij=(ai , bj)/(bj , bj),  (j<i),  即有                             
                                a1=b1,

a2=k21b1+b2

…………
an= kn1b1 +kn 2b2 +…+kn, n-1bn-1+bn
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p证明：

Schur分解
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p证明：

Schur分解
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p例：矩阵A的UR分解

Schur分解
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p定理: 设矩阵AÎCm´n是列满秩的矩阵，则矩阵A可以分解为
A=QR，其中Q ÎCm´n的列向量是标准正交的向量组，R 
ÎCn´n是主对角线上元素为正数的上三角形矩阵。

Schur分解
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p定理: 对矩阵AÎCn´n，存在酉矩阵U和上三角矩阵T，使得

其中lambda为矩阵A的特征值

Schur分解
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p证明

Schur分解
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p定义 n 阶复矩阵A如果满足等式AAH=AHA, 则称A是正规
矩阵或规范矩阵.

正规矩阵

例：下列哪些矩阵是正规矩阵？

• 实对称矩阵           AT=A;
• 反实对称矩阵       AT=-A;
• 正交矩阵           AT=A-1;
• 酉矩阵                AH=A-1;

• Hermite矩阵       AH=A;
• 反Hermite矩阵   AH=-A;
• 对角矩阵
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p定义 n 阶复矩阵A如果满足等式AAH=AHA, 则称A是正规
矩阵或规范矩阵.

p证明：设A 为正规矩阵，B 酉相似于A ，求证B 也是正规矩
阵．

正规矩阵
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p定理： AÎCn´n正规 Û A酉相似于对角形

正规矩阵
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p定理： AÎCn´n正规 Û A酉相似于对角形

p推论：A ∈Ｃn×n是正规矩阵的充分必要条件是A 有n 个线
性无关的特征向量构成空间Ｃn 的标准正交基．

正规矩阵
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p定理：Hermite矩阵的特征值是实数，而且属于不同特征值
的特征向量是正交的．

正规矩阵
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p定理：酉矩阵的特征值的模长为１，即分布在复平面的单
位圆上．

正规矩阵
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p定理：（正规矩阵谱分解） 设𝐴 ∈ 𝑪𝒏×𝒏 , 𝐴的谱为
{l𝟏, l𝟐, … , l𝒔}, (𝒔 ≤ 𝒏)，则𝐴是正规矩阵的充分必要条件是
A有如下的谱分解

正规矩阵
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p证明：

正规矩阵
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p证明：

正规矩阵
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p例：求正规矩阵                               的谱分解

正规矩阵
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p例：求正规矩阵                               的谱分解

正规矩阵
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p正规矩阵谱分解的几何意义

Ø如果2阶实正规矩阵 A 有两个相同的特征值l ,则A = l I
就是它的谱分解。如果 A 有两个不同的特征值l!	与 l"	，
则其谱分解为 A= l!P!+ l"P". 因此,对任意 𝛼 ∈ 𝑅", 有

A𝛼= l!P!𝛼+ l"P"𝛼.

计算内积可得 (Pa,Pa) = (Pa)TPa = aTpTPa = 0,所以 
l!P!𝛼与l"P"𝛼是正交的向量. 所以上述公式将 A 分解成了
两个正交向量的和。因此，二维正规矩阵的谱分解实际
上是平面的正交投影变换的推广.

正规矩阵
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p矩阵分解：
Ø常见矩阵标准型及分解

三角分解

满秩分解

谱分解

ØSchur分解与正规矩阵

Ø奇异值分解

Ø应用范例

矩阵分解
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p概念回顾

Ø矩阵简化
对角化

Jordan阵化

LU（LDU）分解

满秩分解

谱分解

Schur分解

奇异值分解

奇异值分解

任意非正规矩阵怎么简化为对角矩阵？
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p引理1 

奇异值分解

设𝐴 ∈ 𝐶#×%, 𝐴&𝐴与𝐴𝐴&的特征值均为⾮负实数。
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p引理2 

奇异值分解

设𝐴 ∈ 𝐶'#×%,则𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴&𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐴&) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)
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p性质 

奇异值分解
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p定义：AÎC m×n，秩（A）=r，设AHA的特征值l1 ³  l2  ³…  
³  lr > 0，lr+1=  lr+2 =…=l n =0.，则矩阵的奇异值

奇异值分解

!"#$%$"""$&$'( && ==
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p定理 酉等价的矩阵有相同的奇异值

奇异值分解
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p定理 任何矩阵AÎC m×n，秩（A）=r，则存在酉矩阵 UÎC 
m×m，VÎC n×n，使得

    注：

奇异值分解

!

"

#

A

%

&&

&

'

'

'

()























= !



















=

!

"

#

$

$

$

%
!

称为矩阵A的酉等价标准形.







!!
!



36Page .

p证明：

奇异值分解
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pV=[v 1，v2，…，vr ，… ，v n] =[V1   V2]ÎC n×n的列向量是
空间C n的标准正交基。
ØV2的列向量是空间N（A）的标准正交基。

ØV1的列向量是空间  N ^ （A） 的标准正交基。

pU=[u 1，u2，…，ur ，… ，u m] =[U1   U2]ÎC m×m的列向量
是空间C m的标准正交基。
ØU1 的列向量是R（A）的标准正交基。

ØU2的列向量是R ^ （A）的标准正交基。

矩阵U，V的空间性质
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p推论：在矩阵A的奇异值分解A=UDVH中，U的列向量为
AAH的特征向量， V的列向量为AHA的特征向量.

矩阵U，V的空间性质
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p利用矩阵AHA求解
Ø求矩阵AAH的酉相似对角矩阵及酉相似矩阵U;

Ø拆分矩阵：

Ø扩充V1为酉矩阵 𝑉 = (𝑉1 , 𝑉2)

Ø构造奇异值分解 

奇异值分解方法
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p例  求矩阵A的奇异值分解

  利用矩阵AAH求解

奇异值分解方法
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p例  求矩阵A的奇异值分解

奇异值分解方法
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p例  求矩阵A的奇异值分解

奇异值分解方法
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