
矩阵论及其应⽤

主讲⽼师：徐跃东

2022-2023学年第⼆学期



2Page .

p矩阵分解：
Ø常见矩阵标准型及分解

三角分解

满秩分解

谱分解

ØSchur分解与正规矩阵

Ø奇异值分解

矩阵分解
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p常见的标准形
Ø等价标准形

Ø相似标准形

Ø合同标准形

矩阵分解
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p定义：设矩阵A是n阶复矩阵，如果A可以分解成一个下三
角矩阵K与一个上三角矩阵U的乘积，即A=KU，称A可以
三角分解。

p定义：如果A可以分解为一个单位下三角矩阵L与一个上三
角矩阵U的乘积，即A=LU,称A可以LU分解。

p定义：如果A=LDU，其中L是单位下三角矩阵，U是单位
上三角矩阵，D是对角矩阵，称A可以LDU分解。

三角分解
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p例：解方程

Ø当n充分大，用公式X=A-1b计算的元素是非常困难的。因此

需要Gauss消元法

三角分解
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例:求A的三角分解（待定系数法）
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p求解过程

三角分解
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p求解过程

三角分解
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p高斯消元法
Ø第1步：设                  ，其元素                  记A的k阶顺序主子式为Ak

Ø第2步：令

                  对应于Gauss消元程序，构造消元矩阵

则有：

三角分解
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p高斯消元法
Ø第3步：设                                ，A的2阶顺序主子式为

令                                            （若           ）

Ø第2步：计算三阶顺序主子式                       ，继续构造高斯消元矩
阵

三角分解
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p高斯消元法
Ø第r步：设Dr ≠0   ，A的r阶顺序主子式为

Ø第n-1步：

三角分解
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! "#$# #! ! "∆ ≠ = !

定理 : 可作唯一三角分解 𝐴 = 𝐿𝐷𝑈  的充要条件为:! !
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p证明：

三角分解
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p高斯矩阵消元法

Ø解：因为D1=2，D2=5，所以A有唯一的LU分解，令

三角分解
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p高斯矩阵消元法

Ø由于

Ø从而得到矩阵A的LU分解

三角分解
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p矩阵分解：
Ø常见矩阵标准型及分解

三角分解

满秩分解

谱分解

ØSchur分解与正规矩阵

Ø奇异值分解

三角分解
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p设A是复数域C上，秩为r的m´n矩阵，记为AÎCrm´n

三角分解
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满秩分解

p三种方法：
Ø行列初等变换

Ø行初等变换

ØHermite标准型



p行初等变换法
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p例 1：

满秩分解



pHermite标准型法

设𝐵 ∈ 𝐶!"×$,满⾜

1 𝐵的前r⾏每⼀⾏⾄少含⼀个⾮零元，	且第⼀个⾮零元是1
2 𝐵的后m− r⾏都是零⾏
3 设𝐵的第⼀⾏的第⼀个1元所在的列为𝑗%列，
	 第⼆⾏的第⼀个1元所在的列为𝑗&列⋯，
	 第r⾏的第⼀个1元所在的列为𝑗!列,则
	 𝑗% < 𝑗& < ⋯ < 𝑗! 	
(4)	 𝑗%, 𝑗&, ⋯ , 𝑗! 	构成单位阵的前r列，

称	𝐵	为Hermite标准形。



pHermite标准型法

定理：设𝐴 ∈ 𝐶!
"×$, 通过行初等变换将A化成Hermite

标准形B,取B的前r行为G, A的j1,j2,⋯,jr 列构成F, 则
𝐴 = 𝐹𝐺为满秩分解。
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p例 2：分别求下面三个矩阵的满秩分解

满秩分解
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解 ：(1) 对此矩阵只实施行变换可以得到 

由此可知  rank(𝐴) = 2                   

且该矩阵第一列，第

三列是线性无关的。
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解（2）对此矩阵只实施行变换可以得到

所以 rank(𝐴) = 1，且此矩阵的第三，第四，第五列任意一列都是
线性无关的，所以选取哪一列构成列满秩矩阵均可以。
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选取
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解：(3) 对此矩阵只实施行变换可以得到 
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第二列和第四列是线

性无关的，选取
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上述例子可以看出矩阵的满秩分解形式并不唯一。一般地我们选
取阶梯型矩阵主元所在的列对应的列向量构成列满秩矩阵，将阶
梯型矩阵全为零的行去掉后即可构成行满秩矩阵。但是不同的分
解形式之间有如下联系：

定理：如果 𝐴 = 𝐵𝐶 = 𝐵!𝐶! 均为矩阵𝐴的满秩分解，那么

（1）  存在矩阵                满足

（2）
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矩阵分解

p矩阵分解：

Ø常见矩阵标准型及分解

三角分解

满秩分解

谱分解

ØSchur分解与正规矩阵

Ø奇异值分解



可对角化矩阵的谱分解

p两类矩阵的谱分解：
Ø可对角化矩阵

Ø正规矩阵

p将方阵分解成用谱加权的矩阵和
Ø谱：设AÎFn´n，

 则A的谱={l1，l2，…，ls}。

!"# A
!

A
"

A
# %&%&%&'( λλλλλλλ −−−=− !



可对角化矩阵的谱分解

p可对角化矩阵的谱分解：

!

"

#!
!A% ∑

=

= λ ，P具性质：

!"#
$

%#
=∑

=

!
"
! ## =

!"#$$ !" ≠=

幂等矩阵

意义：可对角化矩阵可以分解成以谱加权的幂等矩阵的加权
和



可对角化矩阵的谱分解

p幂等矩阵性质（为谱分解做准备）

定理 对于PÎFn´n ，P2=P，则

Ø 矩阵PH和矩阵（I–P）仍然是幂等矩阵。
Ø P 的谱Í{0，1}，且P 可相似于对角形。
Ø  Fn= N( P) Å R(P) 

其中 N(P) = V l=0 ，R(P) = Vl=1
Ø P和（I–P）的关系：

N(I–P) =R(P)， R(I–P) = N(P)



可对角化矩阵的谱分解

p谱分解定理

定理 设矩阵              的谱为                   ，则𝐴可以
对角化的充分必要条件是𝐴具有如下的分解式：
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可对角化矩阵的谱分解

p如何谱分解？
Ø第一步：矩阵对角化

Ø第二步：

例：
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可对角化矩阵的谱分解

p如何谱分解？

例：
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可对角化矩阵的谱分解

pHermite 矩阵的谱分解

    定理: 设A是秩为k的半正定的Hermite 矩阵，则A可以分解
为下列半正定矩阵的和。

A=v1v1H+v2v2H+…vkvkH

    证明：

             存在酉矩阵使A对角化

半正定à特征值非负à进一步分解
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