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pJordan标准型：

Ø矩阵对角化

ØJordan矩阵

Ø最小多项式（λ函数）

Jordan标准型
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p定义：

p性质1

p性质2

最小多项式
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p定义：

p例1：

最小多项式
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p例2：

p例3：任意 n 阶方阵是否都有化零多项式？

最小多项式

定性分析 !""" #$% ! ! !× =! "

故至少存在一个     次多项式是A的化零多项
式

!!
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p定理：( Cayley-Hamilton ) 阶方阵A的特征多项式

   是 A的化零多项式，即有

Ø推论1：任何n阶方阵A都具有次数不超过n的化零多项式。

Ø推论2： A的任何次方阵多项式都可以表示为次数不超过n-1
的方阵多项式。

最小多项式

!"
!

""
"# #A% !"!"!"#$$#!" %& ##

%& λλλλλλλλ −−−=−= !

!!"#" =!"
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! "! !
! "# $ # $ # $ # $ # $ !"" "
" " ! "# A % # A # %# & ' & ' & 'λ λ λ− −= = − − −! 从而 f(A)=0.
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p性质3：方阵的化零多项式是否唯一？

p例4：设 

             试证

最小多项式












=

!"!
"!"
!#!#"

!

!"#$$"%% ≥−+= − !"### !!
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证明 A的特征多项式为
令 

由Hamlton-Cayley定理得 f (A)=0, 故 

移项得                                        .

!" # " $#" $#! " #λ λ λ λ= − = − −
! ! ! !" # $ " $#" $#! ! !" λ λ λ λ λ λ− −= − − + = − −

! " #$ %&$ %&$ %&! !λ λ λ λ λ− −= − − + + + +!

! !" # $! !" # # # # A−= − − + =

! !! !" " " #−= + −
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p例5：设 

             计算

p例6：设 

             计算

最小多项式












= −

!"!
""!
!###$"

!

!
"#$% #!"&' !"""""# −++−=












= −

!"!
""!
!###$"

!

!!−
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p定义：

p例7：

最小多项式
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p定理：设 n 阶方阵A的最小多项式为            ， 则
ØA的任何化零多项式          都能被            整除.

ØA 的最小多项式            是唯一的.

Ø     是A的特征值

最小多项式

! "!" λ
!"λ! !"λ!"

!"λ!"

!λ !"#$ " =⇔ λ!"

？？ ？

设 !"
!

""
#A !"!"!"!" #$

#$
% λλλλλλλ −−−= !

则

问 ! "!" λ 具有怎样的结构？

!"##$#%&'''#'% !"#$ "" !=≤≤

!"####!"###!"!" $% !"# λλλλλλλ −−−= !
!! !! !"

其中
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p例8：

p例9：

最小多项式

! !
!
! " #$
$ ! !
$ ! $

!

 
 

=  
 −
  

设                                                 ，求 ! "#!" λ

! " ##$
! % &
! ! '

!
− − 
 = − 
 − − 

设 ，求 ! "#!" λ
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p例10：

最小多项式

! !
!
! " #$
$ ! !
$ ! $

!

 
 

=  
 −
  

设                                                   ，求 ! "#!" λ
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p一般 n 阶方阵A 的最小多项式：

   设 A 的 Jordan 标准形为

Jordan 块的最小多项式 = 对应的初等因子

最小多项式

!"#$%#%$#%$"&'()* ++,, !!"""" λλλ !=

∴  !
!"
#

!$ !"!" λλλ −=
其中     是           中基本 Jordan 块的最大阶数.!" !"# !!" λ

!"!"##### λλ !" ## =∴
!

!
""" !"!"!" #$

#$ λλλλλλ −−−= ! ?
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p例11：

最小多项式

设 ，求 !"#λ!"


















=

!!!!!!!!!!

!

!
!
!
!
!
!

!
!

!
!!
!

!" #!$#"$#$ −−= λλλ!"

! "#λ −
!" !#λ −

!" #$λ −
!" !#λ −
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p定理：设A是n阶矩阵，Dn-1(λ)是A的n-1阶行列式因子，
则A的最小多项式为

    这里dn (λ)是A的第n个不变因子。

p定理：

最小多项式

! !

" #" # " #
" # " #

!
!

! !

" # A% &
A A
λ λλ λ

λ λ− −

−
= = =
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p例12：设A的特征多项式和最小多项式分别为

    试确定 A 的所有可能 Jordan 标准形.

最小多项式

!!!" #!$#%$#$&#!$#%$#$ −−=−−= λλλλλλ !! "#
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pGetschgorin（盖尔）圆盘定理

Ø定理只说明A的n个特征值一定落在n个圆盘的并集内，但不
能保证每个圆盘都含有A的特征值；

Ø对 A’应用圆盘定理，可以得到A的关于列的相应结果．

特征值估计

定理：设𝐴 = (𝑎!") ∈ 𝐶#×#, 则他的所有特征值都落在复
平面上的𝑛个圆盘𝐷! 𝐴 = {𝑧| |𝑧 − 𝑎!!| ≤ 𝑃!}, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, 
其中𝑃! = ∑"%! |𝑎!"|.
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pGetschgorin（盖尔）圆盘定理
Ø例：

特征值估计








 −−
=

!"
"#$

!

{ }
{ }

!

"#""$

"%&

'

'

"

!"#!$%&

'!"#!"(')#*

+!"#!,-.$%

!"

!##"

##"!

±≤−=

≤+=
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pGetschgorin（盖尔）圆盘定理

Ø孤立的盖尔圆盘中有且只有一个A的特征值

Ø两个连通的盖尔圆盘中恰有两个特征值，但不能保证每
个圆盘都一定含有A的特征值．

特征值估计

定理：设𝐴的n个圆盘中有𝑠个圆盘构成了一个连通域𝐺，
它与其余𝑛 − 𝑠个圆盘都不相交，则𝐴的𝑛个特征值中有且
仅有𝑠个落入𝐺中.
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p特征值范围估计
Ø为了得到有效的估计，往往希望每个圆盘只包含A的一

个特征值，这就需要将每个圆盘的半径适当缩小

Ø对矩阵A施行相似变换后再应用圆盘定理。一般为简便

起见，可选择对角矩阵作相似变换矩阵。

特征值估计

( )

!"##$#%&'(

###''''''

%

$%











===>

==

−

×

!

"
"!"

###"!

A
A

B&'&(#"A

AAAA"B)&*+B'

!!"#

!!$

!

!
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p特征值范围估计
Ø对矩阵A施行相似变换后再应用圆盘定理。一般为简便

起见，可选择对角矩阵作相似变换矩阵。

特征值估计

!""

""

=>

=<

!"

!"

"

#!#"

#!#"

#

!"#$!"%&'()*+,

-!"#$!"#.'()*+,

#$)/%0

( )

!"##$#%&'(

###''''''

%
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

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

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
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==
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!

!



25Page .

p特征值范围估计
Ø例：

Ø第一、二个圆盘构成一个连通部分，而第三个圆盘构成

一个连通部分，这样有两个特征值不能分离．

特征值估计
















=

!"##$"##%"#
%&"#'"##%"#
%$"##%"#("#

!

{ } { }
{ } !"#!"$!"

$%!"&!"%#!""!'

#
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!"

#

$%&!'("#)"#*+,-
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≤−=≤−=

!!"

!!"!!"
#



26Page .

p特征值范围估计
Ø方法一：

Ø 的三个圆盘都是孤立的，因而每个圆盘中都有一个特征

值．由于A与 有相同的特征值，故A的特征值分别在上述

三个圆盘中，都是实数．

特征值估计
















=
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p特征值范围估计
Ø方法二：

ØB的三个圆盘都是孤立的，因而每个圆盘中都有一个特征

值．由于A与B 有相同的特征值，故A的特征值分别在上述三

个圆盘中，所以都是实数．

特征值估计

( )

!
"#$%#$&#$
$&'#$(#$$&#$
$&%#$$&#$)#$

****************
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p其他参考知识
Ø严格占优矩阵

Ø对角占优矩阵

特征值估计
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