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pJordan标准型：

Ø矩阵对角化

ØJordan矩阵

Ø最小多项式（λ函数）

Jordan标准型
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p目的：
Ø使得矩阵形式简单

Ø矩阵变换时其结构不变

p问题：
Ø什么矩阵结构最简单？

Ø能否变换以及如何变换？

Jordan标准型
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p特征值与特征向量：

Jordan标准型

定义  设 T 是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换，如

果存在 lÎP，及 xÎV，x ≠ 0 使得     

                                  T(x) = lx                              

则称l是T的一个特征值，而 x 称为 T 属于特征值l的

一个特征向量。
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p求解特征值与特征向量
Ø设l是n阶方阵A 的特征值，x是A属于特征值l的特征向

量，则Ax=lx 或者

(lI﹘A)x=0

则上述齐次线性方程组有非零解的充要条件是系数行列

式等于零。即

                  

Jordan标准型

!=− !"λ
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p若线性变换为如下形式？

Jordan标准型

例 设单位向量u =（2/3，–2/3，–1/3），给定R3上的
线性变换 P(x)= x – (x，u)u 。

没有矩阵A
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p求解过程
Ø选择一组基( a1 a2 …an) , 求解线性变换T的矩阵A

Ø求解A的特征值：即特征多项式的根

Ø求解矩阵A关于l i的特征向量X i, 即（ l i I-A）X = 0的非
零解，它们给出特征向量X i在基上的坐标。

Jordan标准型

定理：设V是线性变换T在基{𝛼!, 𝛼", … , 𝛼#}下的矩阵为
A，则A的特征值λ 就是变换T的特征值；若X是A的特征
向量，则ξ = 𝛼!, 𝛼", … , 𝛼# 𝑋就是T的特征向量。
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p特征子空间定义

Jordan标准型

定义：设V是数域F上的n维线性空间，T是V的线性变
换，对T的任一特征值l0，T属于l0的全部特征向量以及
零向量一起所组成的集合构成V的一个子空间，称为T
的属于特征值l0的特征子空间。记为Vl0,即           

Vl0={a|T(a)=l0a}
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p特征子空间性质
ØVl0是V在T下不变子空间

ØT的特征子空间Vl0的维数是T属于特征值l0线性无关的特
征向量的最大个数

ØVl =  N(T- lI)

Jordan标准型

证明思路：
（1）根据定义证明该子空间的向量的线性变换仍然属于

该子空间
（2）可以采用反证法
（3）证明两个子空间互相包含
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p特征子空间性质（课本）

Jordan标准型

证明：

定理：设 l1, l2 ,…, ln 是线性空间𝑉#(𝐹) 上线性变换T的s个互

异特征值。 𝑉l!是l$的特征子空间，则有：

(1)  𝑉l!是T的不变子空间

(2) l$ ≠ l%时， 𝑉l! ∩ 𝑉l" = {0}

(3)  若l$是T的k重特征值，则dim 𝑉l! ≤ k
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p例：设矩阵A∈ Cm*n, B∈ Cn*m, 证明AB和BA具有
相同的非零特征值。

Jordan标准型

证明：方法 – 矩阵扩充
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p线性变换对角化

Jordan标准型

定义：设T是线性空间V一个线性变换，若存在

一组基 a1, a2 ,…,an使得T在该基下的矩阵是

对角阵L=diag(l1,l2,...,ln)，就称T可以对角化。

若线性变换T 可对角化，设T在基 β1, β2 ,…, βn下
的矩阵是A，且由基 a1,a2 ,…,an到基β1, β2 ,…,βn
的过渡矩阵是P，则

P -1AP=L=diag(l1,l2,...,ln) .
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p线性变换对角化

Jordan标准型



14Page .

p充要条件证明

Jordan标准型

A可以对角化，则存在可逆矩阵P使得P-1AP =
!

"

!

λ
λ

λ

 
 
 
 
 
 

!

令P=(x1, x2, … xn),则AP = P
!

"

!

λ
λ

λ

 
 
 
 
 
 

!

即A xi=li xi , P可逆，知道x1, x2, … ，xn线性无关，
故A有n个线性无关的特征向量。
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p线性变换对角化

Jordan标准型
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p例：已知{a1，a2 ，a3 }是空间V3（F）的基，T是空间上如
下定义的线性变换，

T（ a1 ）= a1

T（ a2 ）=2 a2

T（ a3 ）= a1 +t a2+2 a3

    讨论：t为何值，T有对角矩阵表示？

Jordan标准型



17Page .

p例：证明P4[x]上的微分变换d/dx没有对角阵表示 。

p例：证明幂等矩阵(A2=A)、乘方矩阵(A2=I)有对角
矩阵表示
Ø有时也称幂等变换(T2=T)、乘方变换 (T2=I)

Jordan标准型

证明：直接计算

证明：充分性无需证明，必要性要证明，
利用线性空间的维度关系
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p幂等矩阵(A2=A)、乘方矩阵(A2=I)有对角矩阵表示。

Jordan标准型
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pJordan标准型：

Ø矩阵对角化

ØJordan矩阵

Ø最小多项式（λ函数）

Jordan标准型
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p目标：对线性空间中的线性变换T，求一组基{a1, 
a2, ..., an}，使T在基a1, a2, ..., an下矩阵 J 的形式尽
可能简单. J 称为若当矩阵.

p发现者：Marie Ennemond Camille Jordan

    (马里·埃内芒·卡米尔·若当)

Jordan标准型
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p定义 形如

的矩阵，称为若当块，由若干个若当块构成的分块对角阵，
称为若当矩阵,  记为J.  即

是若当矩阵.

Jordan标准型
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p例：下列矩阵哪些是Jordan块？

Jordan标准型
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pJordan 矩阵标准型

Jordan标准型
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pJordan 矩阵标准型

Jordan标准型
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pJordan 矩阵存在性定理

Jordan标准型

定理：在复数域上，任何n阶方阵A均相似于如下的
若当矩阵J，称为矩阵A的Jordan标准形, 即存在阶
可逆矩阵P使得：
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其中Ji (λi) 为ni阶Jordan块，            . 即存在n阶可逆矩阵
P, 使P-1AP=J . 若不计Jordan块排列次序, 则A的Jordan标

准形是唯一的.
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pJordan 矩阵标准型

Ø1、A的特征多项式和特征值

      （ li 是互异特征根、 ki 是特征根重数）

Jordan标准型

问题：寻找可逆矩阵P,使得任意矩阵A可以变
换成Jordan标准型矩阵，即

!"
!

"" #A#A#A%&#A' λλλλλλλλ −−−=−= !!"
!"
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p2、根据相似变换AP=P JA ，将P拆分为列向量

p3、取一Jordan块为例，继续拆分

Jordan标准型
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p4、展开得到线性方程组，也称为Jordan链条

𝑨 − l𝒊 𝜶 = 𝟎

𝑨 − l𝒊 𝒚𝟐 = 𝜶

𝑨 − l𝒊 𝒚𝟑 = 𝒚𝟐

……              ……

p5、求解，直至不相容（线性方程中无解）

Jordan标准型
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p例：已知                            ，求A的若当标准形J，并求可逆

矩阵P，使P–1AP=J。

p求解特征值

有唯一的初等因子(λ–2)3，从而的若当标准形为

Jordan标准型
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p回顾性质
Ø互异特征值数 = Jordan子矩阵数

Ø某特征值代数重数决定Jordan子矩阵阶数

Ø对于li ，(A- li I)X=0 解空间线性无关的特征向量的个
数=Jordan块数量

Ø所有Jordan链构成矩阵P，必有

Jordan标准型
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