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p内积空间
Ø欧氏空间、酉空间

Ø向量正交化

内积空间
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p 定义: 在实线性空间V中，若任意两个向量
按某种法则有实数与之对应，记作              并满足
如下公理：

则称实数               为向量            的内积，定义了内
积的实（复）线性空间叫做欧氏（酉）空间。

内积空间
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1. (a ,b ) = (b, a)
2. (ka, b) = k(a, b)

(a+b, g) = (a, g) + (b, g)
3.   (a, a) ³ 0;

(a, a) = 0  Û a = 0
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p内积空间
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p内积空间

(1) 同一线性空间可定义不同的内积à不同的欧氏空间；

(2) 内积的定义不改变线性空间维数、不改变线性空间。

内积空间
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p内积空间
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p内积空间
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p内积空间

内积空间



9Page .

p内积空间
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p向量长度
Ø定义：设V是酉（欧氏）空间，存在向量

向量长度（模）为

Ø当            时，     称为单位向量.

                           称         为     的规范化单位向量

   定义          的距离为

内积空间
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p向量长度的性质
Ø基本性质

Ø更多性质

三角不等式、 Cauchy 不等式

内积空间
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p向量长度的性质
Ø三角不等式
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p向量长度的性质
ØCauchy 不等式
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p向量长度的性质
ØCauchy 不等式
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p向量长度的性质
ØCauchy 不等式的推广

内积空间
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p向量夹角

内积空间
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p向量夹角

内积空间
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p向量的正交性
Ø定理：如果非零向量组                       的每一个都与向量

则向量组                         的任何线性组合也与向量     正
交

Ø定理：两两正交的非零向量组线性无关。

内积空间
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p向量的正交性
Ø定理：如果非零向量组                       的每一个都与向量

则向量组                         的任何线性组合也与向量     正
交

Ø定理：两两正交的非零向量组线性无关。
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p向量的正交性
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p向量的正交化
Ø度量矩阵定义：设                     为n维欧氏空间V的基，

令

  矩阵A被称为度量矩阵（Gram矩阵）

内积空间
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p向量的正交化
Ø定理：设A为n维欧氏空间V的基                       的度量矩

阵，则矩阵A为实对称正定矩阵。

内积空间

!ααα !!! "# !
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p向量的正交化
Ø定理：设A为n维欧氏空间V的基                       的度量矩

阵，则矩阵A为实对称正定矩阵。

Ø证明    设V是n维欧氏空间. ε1，ε2 ，··· ，ε n是V的
一个基, A是该基下的度量矩阵。A正定等价于x T A x正
定。

   为任一非零实n元数组.

   则α是V中非零向量. 于是

   为正定二次型,从而知A为正定矩阵。

内积空间

!ααα !!! "# !

𝑥 = （	𝑥1，	𝑥 2， ··· ，	𝑥 𝑛）𝑇

! ! " " #! !" " "α ε ε ε= + +!

x T A x=（ α , α ）＞0
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p向量的正交化
Ø定理：设A为n维欧氏空间V的基                       的度量矩

阵，

, 使得：

内积空间
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p向量的正交化
Ø定理：设                   与                  为n维欧氏空间V的基，

它们的度量矩阵为A和B，C是                  到                  的
过渡矩阵，则                 。

内积空间

!εεε !!! "# ! !ηηη !!! "# !

!εεε !!! "# ! !ηηη !!! "# !

𝐵 = 𝐶!𝐴𝐶

同一欧氏空间不同基的度量矩阵是相合矩阵。
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p向量的正交化
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p向量的正交化
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p向量的正交化

内积空间



29Page .

p向量的正交化
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p标准正交基定义

内积空间
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p标准正交基特点
Ø 度量矩阵是单位矩阵，即A=I

Ø a=(e1 e2 … en)X，b=(e1 e2 … en) Y， (a，b) = YHX

Ø a= x1 e1＋x2 e2＋…＋xn en，xi = (a，ei)

Ø a和b正交 Û 其坐标 X和Y正交

Ø 任何向量的内积将对应其坐标空间中的内积

内积空间
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p施密特正交化
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