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p线性子空间
Ø子空间的基本性质

Ø子空间的交、和

Ø直和子空间

线性空间
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p子空间的定义、性质

Ø线性子空间也是线性空间

Ø平凡子空间：Vn和 {0}

Ø线性子空间的维数小于等于线性空间的维数

线性空间

定义：设集合W Í Vn(F)，W ¹ Æ，如果W中的
元素关于Vn(F)中的线性运算也构成线性空间，
则称W是Vn(F)的一个子空间。 
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p子空间的定义、性质

线性空间

定理：设V为数域F上的线性空间，集合 a ÎW, 
b ÎW ,数量k ÎF,  W是V的非空子集合，则W是
V的一个子空间的充分必要条件是：

1. a + b Î W
2. ka Î W 。
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p子空间定理证明
Ø充分性：

若满足加法封闭、数乘封闭 à 满足线性空间的八条性质

Ø必要性
若满足子空间定义 à 加法封闭、数乘封闭

线性空间
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p子空间的定义、性质

线性空间

推论： V为数域F上的线性空间,
则W是V的子空间

! "#! " !⊆ ≠∅
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p子空间实例

线性空间

例：    AÎF n×n中集合
W1 = { AÎFn×n ½AT =A }，
W2 = { AÎFn×n ½AT= –A }，
W3 = { AÎFn×n ½|A| = 1 }。 
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p子空间的典型例子

线性空间

W1= { (x1, x2) ½ x1+x2=1 }，
W2 = { (x1, x2) ½ x1 – x2=0 }，

W3 = { (x1, 0) ½ x1任意 },

     W4 = { (x1, x2 , x3) ½ x1+2x2+3x3=0 },

W5 = { (x1, x2 , x3) ½ x1+x2=0 }, ……

W2 ~ W5的维数？
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p子空间示例
Øn元齐次线性方程组

的全部解向量所成集合W对于通常的向量加法和数量乘法
构成的线性空间是 n 维向量空间 Pn的一个子空间，称W为
方程组的解空间．

线性空间
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① (＊)的解空间W的维数＝n－秩(A)，                 ； ! "!" # A% & ×=注
② (＊)的一个基础解系就是解空间W的一组基.
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p子空间示例
Øn元齐次线性方程组

线性空间

判断Pn的下列子集合哪些是子空间，若为Pn的
子空间，求出其维数与一组基.
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p子空间示例
Øn元齐次线性方程组

线性空间
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p子空间示例
Øn元齐次线性方程组

线性空间
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p子空间示例
Øn元齐次线性方程组

线性空间
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p子空间的定义、性质
Ø生成子空间

线性空间

定理：设 a1 , a2 , … , ar 是线性空间 V 中一组
向量，这组向量所有可能的线性组合

k1a1 + k2a2 + … + krar
所组成的集合是非空的，而且对两种运算封闭，
因而是 V 的一个子空间，这个子空间叫做由
a1 , a2 , … , ar 生成的子空间，记为

L (a1 , a2 , … , ar ) .
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p子空间的定义、性质
Ø生成子空间定理证明

利用子空间的充分必要条件

线性空间
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p子空间的定义、性质
Ø生成子空间定理证明

线性空间
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p子空间的定义、性质
Ø生成子空间

线性空间

扩基方法：设 W 是数域 F 上 n 维线性空间 V
的一个 m 维子空间， a1 , a2 , … , am 是 W 的
一组基 ,那么这组向量必定可扩充为整个空间
的基. 也就是说在 V 中必定可以找到 n - m 个
向量am +1 , am + 2 , …, an ，使得 a1 , a2 , … , an 
是 V 的基 .
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p子空间的定义、性质
Ø生成子空间

线性空间
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p子空间的定义、性质
Ø生成子空间

线性空间
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p子空间的定义、性质

线性空间

矩阵AÎF m×n，两个子空间：
• A的零空间：N(A) ={ XÎFn ：AX=0 }Í F n，
• A的列空间(值空间)：

R(A) = L{ A1，A2，···，An }Í F m，
Ai为A的第i列。

R(A) =｛y ：$ xÎ F n, y = Ax｝



21Page .

p子空间的交与和

线性空间

定理：如果V1，V2是线性空间V的两个子空
间，那么它们的交 V1ÇV2  也是V的子空间，称
之为交空间。
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p子空间的交与和

线性空间

定理：如果V1，V2是线性空间V的两个子空
间，那么它们的交 V1ÇV2  也是V的子空间，称
之为交空间。
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p子空间的交与和

线性空间

定理：如果V1，V2是线性空间V的两个子空
间，那么它们的和 V1+V2 =｛a= X1 ＋ X2½X1Î
V1 ，X2Î V2 ｝， 也是V的子空间，称之为和空
间。
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p子空间的交与和

线性空间

定理：如果V1，V2是线性空间V的两个子空
间，那么它们的和 V1+V2 =｛a= X1 ＋ X2½X1Î
V1 ，X2Î V2 ｝， 也是V的子空间，称之为和空
间。
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p子空间的交与和

p例如：R3 上的子空间

   不是R3 上的子空间。

线性空间

问题：设V 1Í Vn(F)，V2 Í Vn(F)是子空间。既然
V1ÇV2和V1+V2都是子空间,那么 V1ÈV2 呢？

V1ÈV2一般不是子空间，
V1ÈV2 Í V1＋V2
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p子空间的交、和
Ø几何意义：

V1=L{e1}，V2=L{e2}， V1+V2
V1=L{e1, e2}，V2=L{e2} , V1ÇV2

线性空间

几何意义：在三维几何空间中，两张通过原点
的不同的平面之和是整个三维空间，而其维数
之和却等于4。由此说明这两张平面的交是一
维的直线。
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p子空间的交、和
Ø性质3： (合集子空间)

Ø性质4：

线性空间

如果         V1= L{ a1，a2，…，am }，

V2= L{ b1，b2，…，bk }，

则  V1＋V2= L{ a1，a2，…，am，b1，b2，…，bk }
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dimW1ÇW2 £ dim Wi  £ dimW1＋W2   £ dimVn(F)。
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p子空间的交、和
Ø性质5：（维度关系）

线性空间

dimW1＋dimW2 = dim(W1＋W2) ＋ dim(W1ÇW2)
证明思路：基扩充方法（从W1ÇW2的基出发）
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p子空间的交、和
Ø性质5：（维度关系）

线性空间

dimW1＋dimW2 = dim(W1＋W2) ＋ dim(W1ÇW2)
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p子空间的交、和
Ø性质5：（维度关系）

线性空间

dimW1＋dimW2 = dim(W1＋W2) ＋ dim(W1ÇW2)
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p直和子空间
Ø定义

线性空间

设W1和W2 是W的子空间，且满足W = W1＋W2 , 若
dim（W1ÇW2）= 0 ，则称此和为直和，称W为W1
和W2的直和子空间，记为 W = W1ÅW2。
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p直和子空间

线性空间

定理：设W=W1＋W2，则下列各条等价：
（1）  W=W1ÅW2
（2） " X ÎW，X=X1＋X2的表示是惟一的
（3）  W中零向量的表示是惟一的
（4）  dim W = dimW1＋dimW2

证明：循环证法  (1)→(2) →(3) →(4) →(1)
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p直和子空间

线性空间

证明：循环证法  (1)→(2) →(3) →(4) →(1)
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p直和子空间

线性空间

证明：循环证法  (1)→(2) →(3) →(4) →(1)
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p直和子空间

线性空间

定义：子空间W的“直和补子空间”U: 
                

Vn = W Å U

定义：设                      都是线性空间V的子空间，
如果和                          中每个向量   的分解式

是唯一的，这个和就称为直和,记为
!""#"$%"#$ !"#""! !! =∈+++= ααααα

!""" !!! "# !

!""" +++ !!" α

!"# !""" ⊕⊕⊕ !
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p直和子空间

线性空间

例 设在Rn×n中，子空间

W1={ A ½AT =A } ，W2={ B ½BT= –B }，

                试证：Rn×n= W1ÅW2。

证明：(1) 证 Rn×n= W1+W2
A = (A + AT) / 2 + (A – AT) / 2

(2) 证 W1ÇW2= {0}
                       若 AT= A, AT= – A, 则 A = 0
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